Energétique des systemes mécaniques non conservatifs

I. Grandeurs énergétiques d’un systéme mécanique

1. Energie cinétique

Pour un point matériel de masse m se déplagant avec un vecteur vitesse V(M / R) dans un

1 -2
référentiel R, nous poserons que I'énergie cinétique de ce point est E_,, = Emv (M /R).

-2
Plus succinctement, on écrira: E, = Emv .

Une énergie s’exprime en Joules (J).

Remarque : pour un ensemble de points matériel M; de masse m;, il faut additionner les différentes
contributions a I’énergie cinétique. On définit alors I'énergie cinétique totale du systéeme:

E. = Z%mﬁhz

L’énergie cinétique sont toujours définit relativement a un observateur ou plus exactement un
référentiel.

2. Energie potentielle d’un systéme conservatif (forces conservatives)

La modélisation des interactions conservatives peut étre aussi modélisée par une énergie
potentielle notée Epassociée a saforce Fc, dite conservative. On dit alors que les forces

conservatives dérivent d’une énergie potentielle.
Une force est dite conservative si et seulement si on peut trouver une fonction énergie potentielle

_O&,
dt |

permettant d’exprimer la puissance d’une force conservative avec : |P. =

—_—

On rappelle a ce sujet que la puissance d’une force est donnée par |P=F.v

On peut aussi exprimer le lien explicite entre la force et I'énergie potentielle dont — elle dérive a I'aide

de 'opérateur « vecteur gradient ». Une force est conservative si et seulement si |F =—grad (Ep).

Cette formule trouve une application simple dans le cas des mouvements unidimensionnels.
Si I’énergie potentielle ne dépend que d’une coordonnées, par exemple I'abscisse X,on a:

. dE. —
F. =—grad (Ep(x)):—d—x"uX

Exemple 1: Force de pesanteur

On connait I'énergie potentielle de pesanteur E (z) =mgz+Cte .

L’axe pertinent suivant lequel s’exerce le poids correspond a la définition de la coordonnée z.

Le vecteur gradient ne se projette donc que suivant z. On voit que le poids s’exprime par :

- dE, — —
P =—grad (Ep(z)):—ﬁuZ =-mgu,



Exemple 2 : Force de rappel élastique d’un ressort
On connait I'énergie potentielle élastique de déformation d’un ressort E (x) zzkxz +Cte.

L’axe pertinent suivant lequel s’exerce le poids correspond a la définition de la coordonnée X.
Le vecteur gradient ne se projette donc que suivant z. On voit que le poids s’exprime par :

_

dE,
Rel grad( pel (X)) __Xu —kXUX

—

3. Energie mécanique
a) Définition de I’énergie mécanique

On définit I’énergie mécanique exprimée en Joules (J) comme la somme de I'énergie cinétique et de

I'énergie potentielle : |E, =E . +E,

b) Théoréme de la puissance mécanique

On suppose dans la suite que I'on étudie un systeme mécanique ont le mouvement est assimilable a
celui d’un point matériel dans un référentiel R galiléen.

Toutes les forces n’étant pas conservatives, on peut procéder a une décomposition de la puissance des
forces en distinguant les forces conservatives des forces non conservatives :

P=P. +Py.

Dans cette expression P désigne la puissance des forces conservatives et P, celle des forces non

dE
conservatives. La définition de la puissance d’une force conservative : P, = —d—tp

dE

dE
Par conséquent, on peut donc écrire que: P=PF, + P, = —d—tp+ Pyc soit P +d_tp =Py

c dEP d
_+_
dt dt dt

On reconnait dans cette expression I'énergie mécanique E, =E. +E .

Par ailleurs, onavu que P=

—(E,+E,)=Py

E
Il vient : d_tm: NG

Théoréme de la puissance mécanique

Dans un référentiel galiléen, la dérivée de I"’energie mécanique par rapport au temps est égale a

la puissance des forces non conservatives : d_tm =Py

c) Cas des systemes conservatifs : conservation de I’énergie mécanique

Si un systéme mécanique est soumis uniquement a l'influence de forces conservatives, les forces
non conservatives ne travaillent pas. La puissance des actions non conservatives est nulle.

D’apreés le théoreme de la puissance mécanique d_tm =Pyc =0. On en déduit que la dérivée par

de
rapport au temps de I'énergie mécanique est nulle : dtm =0 = E, =Ct

Un systeme mécanique est soumis uniquement a I'influence de forces conservatives possede une
énergie mécanique qui se conserve lors de son évolution: E_=Cte




Il. Portrait de phase

1. Définition
Le portrait de phase est la courbe paramétrique pour laquelle on représente X en abscisse et v=X
en ordonnée.

On utilise parfois un systeme de grandeur adimensionnée.
Si X, désigne une amplitude spatiale du mouvement caractéristique et vV, une amplitude

caractéristique en vitesse, on peut tracer la courbe paramétrée en abscisse x/Xx, et en ordonnées v/v,.
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Figure 1 : Exemples de portraits de phase

2. Portrait de phase d’un oscillateur harmonique non amorti

Pour un oscillateur harmonique non amorti, c’est-a-dire sans dissipation le portrait de phase est un
cercle.

En effet, sans dissipation le systeme est conservatif. L'énergie mécanique est exactement celle d’un
systeme masse ressort et s’exprime par : E, =E. + E_ (2) :%mv2 +§kxz =Cte

(N.B. On choisit la constante de I'énergie potentielle égale a Cte =0).

On pose @’ :%et donc E, :%m(vz + a)zxz): Cte

Le mouvement oscillant suit une loi horaire du type (cf. cours précédent) au voisinage de la position
d’équilibre du systéeme :

X(t) =X, Cos(a)t + (o) soit V(t) = X(t) =—wX, Sin(a)t + (p):v0 Sin(a)t + (p) en posant wX, =V,.

On voit que :

1 viooox? _ 1 N
E, =—m602X02 —— +— |=Cte soit E, =—ma)2xo2 —+— |=Cte

2 2 XO Xo 2 0 X0

2 2
A Vv X 2E
Onendéduitque: — +—=—-"+
Voo X, MaX,
. 2E X v .
Sionpose R =——"— X =——etY=—,onvoitque: X*+Y?=R?
MoX, X, A

C’est I'’équation d’un cercle, le portrait de phase d’un oscillateur harmonique adimensionné est un
cercle.
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Figure 2 : Portrait de phase d’un oscillateur harmonique non amorti

3. Cas du pendule simple

On peut reprendre I'étude a partir de I’énergie mécanique d’un pendule simple.
On a montré que l'intégrale premiére du mouvement sur I’'énergie s’écrit:

E, :%mlzé?2 +mgl(1—cos@)=Cte

On en déduit que :

_2E, —2—9(1—0056’) ou encore G:i\/

2E_
ml?

92

29
= —T(l—cose)

A l'aide de ce résultat, on peut tracer le portrait de phase du pendule simple ci-dessous.

Figure 3 : Portrait de phase d’un pendule simple

On remarquera également grace a I’animation du pendule simple a fil rigide non amorti que lorsque
I'oscillateur n’est plus harmonique, pour des angles importants, le portrait de phase adimensionné

est un cycle aplati dans une direction qui n’est dés lors plus un cercle (cf. exercice).

Lorsque I'énergie mécanique initiale communiquée au pendule dépasse la valeur limite 2mgl alors la

trajectoire ne se referme plus. Le pendule effectue plusieurs tours sur lui-méme.



4. Cas des systemes dissipatifs (voir ci-apres)
On traitera des systemes non conservatifs et en particuliers dissipatifs ci-apres .

5. Quelques exemples animés

On trouvera des exemples de portraits de phase a la référence suivante :
http://www.sciences.univ-nantes.fr/sites/genevieve tulloue/Meca/Oscillateurs/portrait.ph

lll. Systémes non conservatifs - Analyse de phénomeénes dissipatifs

1. Exemple de dissipation : effet d’une force de frottement fluide
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Figure 4 : Chute d’une bille creuse de polystyréne Figure 5 : Analyse des résultats — Evolution de la

Un frottement fluide est une force de frottement qui s'exerce sur un objet qui se déplace dans

un fluide ; elle dépend de la vitesse relative de I'objet et du fluide. L'exemple typique est celui d'une
bille qui tombe dans un liquide visqueux. Ces faits décrit ci-aprés sont vérifiables expérimentalement,
notamment en faisant tomber une bille creuse de polystyréne dans I'air (figure 4).

Observations :

Initialement, la bille est lachée sans vitesse initiale. On constate que le mouvement de la bille est
accéléré au départ dans le sens du champ de pesanteur. La vitesse augmente pour finalement se
stabiliser de fagon asymptotique vers une valeur constante limite (figure 5).

Analyse physique :

En effet, la force de frottement fluide est une force qui s’oppose au mouvement de I'objet.

Son intensité croit en fonction de la vitesse. Plus la bille descend vite, plus la force de frottement
fluide qui s'exerce sur elle est importante (car proportionnelle a la vitesse), jusqu'a ce que soit
atteint un régime d'équilibre ou la force de frottement compense exactement la force de
gravitation et la poussée d’Archimede : la vitesse de la bille devient alors constante.


http://www.sciences.univ-nantes.fr/sites/genevieve_tulloue/Meca/Oscillateurs/portrait.php
https://fr.wikipedia.org/wiki/Frottement
https://fr.wikipedia.org/wiki/Fluide_(mati%C3%A8re)
https://fr.wikipedia.org/wiki/Viscosit%C3%A9

2. Modeéle de frottement fluide

Nous avons vu qu’un corps en mouvement dans un fluide exerce une force de frottement dite fluide
sur un systeme mécanique. Elle communique une force dirigée dans la méme direction que le
mouvement mais dans un sens opposé. Sa norme ou intensité dépend de la vitesse.

—_—

On peut modéliser le vecteur force de frottement fluide par: F, =—f Vv avec a>1et f >0

L'exposant a dépend de la vitesse ou plus exactement du régime de trainée.
La puissance d’une force de frottement s’écrit: P, =F, v=—fv*" <0

La puissance est négative : les forces de frottements fluides sont de nature dissipatives car elle font
perdre de la puissance au systéme mécanique.
Cette force n’est pas conservative car on ne peut trouver de fonction énergie potentielle E | telle

que l'on puisse écrire P; = _d_tp . Toutes les forces ne sont pas conservatives.

3. Remarque

Les frottements fluides se produisent dans un grand nombre de contextes, mais il arrive qu'en
fonction de I'importance relative des diverses forces en présence, l'influence du frottement fluide
soit considérée comme négligeable. Comme toutes les forces de frottement, cette force dépend
fortement de la géométrie de I'objet considéré, de sa surface...

La science qui étudie les frottements s'appelle la tribologie.

4. Modélisation par un modeéle analytiquement soluble
a) Choix d’un régime de trainée

En observant le mouvement de la bille creuse de polystyrene, on peut s’apercevoir que la vitesse
est faible (V<5 m.s™). Dans ces conditions, on justifiera ultérieurement en mécanique des fluides

que le régime de trainée est linéaire en vitesse et que I'on peut écrire : F, =—fv.
b) Equation du mouvement (vitesse)

On peut calculer la puissance des forces de frottement dons notre modele : P, =F, v=—f v <0.

Le systéme peut étre assimilé a un point matériel en chute libre dans le champ de pesanteur
terrestre. Si on néglige la poussée d’Archimede, on peut dés lors exprimer son énergie
mécanique avec un axe Oz dirigé vers le bas :

1
E,=Ec.+E,, :Emv2 —-mgz avec V(t) :% =2(t)

On peut calcule que :

dE, d (1 ) j
=—| =mv® —mgz
dt dt\2
dE, .
=MW —mgz

dt


https://fr.wikipedia.org/wiki/Tribologie

On rappelle que v=7etdonc:

dE,
= MW —mgv

dt

e,

o =mvv-9)

. L . — L dE,
De plus on connait le théoréme de la puissance mécanique qui stipule que : =Py =P;.
dt

Le théoreme de la puissance mécanique donne :

mv(V—g)=—fVv?
On simplifie :
my(V—g)=—f v’
V-—g=——V

v

[
B

f
L’analyse dimensionnelle montre que : {—} == t =

m| [v] v [t]

— est donc homogeéne a l'inverse d’un temps. On peut alors introduire le temps caractéristique du
m

—_

. f 1 m
probléeme en posant — =—ou 7 =—la constante de temps.
m

o . . 1 dv 1
On peut réécrire cette équationen V+—v=g [1] ou E+_V =g [1]
T T
La résolution de cette équation différentielle permet de remonter a la loi horaire qui modélise
I’évolution de la vitesse au cours du temps.

c) Résolution analytique de I’équation du mouvement

La résolution analytique de I'’équation du mouvement est ici possible car I’équation V+—=0 est
T

une équation différentielle linéaire a coefficient constant du 1° ordre dont les solutions sont
parfaitement connues. Nous allons les rechercher.

L’équation est une équation linéaire, on peut superposer deux types de solution, la solution

générale de I’équation homogene (sans second membre) V+— =0 avec la solution particuliere.
T

Solution de I’équation homogeéne

dv 1 dv 1
Ontransforme: —+—v=0 en —=—-=Vv
T t T
s e . . : . dv  dt
L'idée consiste a utiliser une méthode de séparation de variable : —=——
Vv T
o . eeq v dv ¢ dt’
On peut intégrer cette expression différentielle : | —=— o
Vo V T

At
Ontrouve : [Inv], :{—t—}



t
Inv—-Inv, =——
T
.[ﬂjz
V, T
t

On trouve que : Vv, (t) =Vv,e ol V, est une constante a identifier grace aux conditions aux limites.

On retiendra que la solution générale de I’équation homogéne y(t) +ay(t) =0 est de la forme
y(t)=Ae™

Solution particuliére

Une solution particuliére est une fonction solution supplémentaire a I'expression de la solution de
I’équation homogene valable pour un second membre particulier. Elle est unique.

On s’apercoit que le second membre est constant.

On peut essayer une fonction constante : v=V,.

, dv  dy,
Onvoitque —=—-=
dt dt
e oV Y,
L’équation V+—=g devient —=g.
T T

mg

On trouve la solution particuliere : v (t)=Vv, =97 =

Solution : adéquation avec les conditions aux limites

La superposition de la solution de I'’équation homogeéne est :
t

V() =V, (1) +V, () =Vee * +97

Il reste a identifier la constante Vv, a I'aide des conditions aux limites.
La bille est lachée sans vitesse initiale : v(t=0)=0

Onadonc: v(t=0)=Vv,+9r=0 soit V,=—Q7r

t
La loi qui modélise I’évolution est donné par : v(t) = gr(l—e Tj.

On peut tracer I’évolution de la vitesse en fonction du temps (voir figure).
On s’apercoit dans cette expression théorique que la vitesse finit par atteindre une vitesse limite
gue I'on obtient si I’'on faut tendre

_t
lim v(t) =tlim gr(l—e sz gr=yv,.

t—+o

V, = g7 est donc la vitesse limite
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Figure 6 : Analyse des résultats — Evolution de la vitesse en fonction du temps —

_t
Tracé de v(t) = gz'[l—e T}

t
La loi v(t) = gr[l—e ’J reproduit le comportement de la vitesse en fonction du temps observé

expérimentalement si on peut superposer la courbe théorique et la courbe expérimentale par
ajustement des parameétres, en particulier le coefficient f inconnu intervenant dans la définition du
coefficient de frottement. On peut montrer que c’est le cas ici.

5. Modeéle numérique

Toutes les équations différentielles ne peuvent étre intégrées par des méthodes analytiques.
Il convient alors de recourir a I'outil numérique.

On peut utiliser une méthode appelée méthode d’Euler qui consiste a calculer la fonction solution
point par point en approximant la dérivée a I'aide de I'équation différentielle de départ.

En mathématiques, la méthode d'Euler, nommée ainsi en I'honneur du mathématicien Leonhard
Euler, est une procédure numérique pour résoudre par approximation des équations
différentielles du premier ordre avec une condition initiale. C'est la plus simple des méthodes
de résolution numérique des équations différentielles.

On discrétise le temps de fagon réguliere surun pas At : t, =0,t, =At, t, =2At , t; =ix At

L'idée est de remplacer la dérivée par la dérivée numérique :
ﬂ ~ V(ti+1) _V(ti)

dt iy =1
: . dv. 1
Par ailleurs, on saitque: —=——Vv+g.
dt T
v(t,,,)—Vv(t 1
On peut donc écrire que : % ~——Vv(t)+9
gt T

i+1

On trouve une relation de récurrence :

(BE [_ %v(ti )+ g}(tm —t,)+Vv(t,) = [— %v(ti) + g}At +V(t,)


https://fr.wikipedia.org/wiki/Math%C3%A9matiques
https://fr.wikipedia.org/wiki/Math%C3%A9maticien
https://fr.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler
https://fr.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler
https://fr.wikipedia.org/wiki/Analyse_num%C3%A9rique
https://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89quation_diff%C3%A9rentielle
https://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89quation_diff%C3%A9rentielle
https://fr.wikipedia.org/wiki/Condition_initiale
https://fr.wikipedia.org/wiki/R%C3%A9solution_num%C3%A9rique_des_%C3%A9quations_diff%C3%A9rentielles

On connait la vitesse initiale : v(t,) =v(0) =0

On appligue la formule [2] pour évaluer de facon numérique la vitesse a I'instant suivant :
1

v(t,) = [— =v(0) + g}At +V(t,)
T

Et ainsi de suite...un ordinateur correctement programmé devient rapidement plus efficace qu’un

esprit humain pour effectuer cette tache répétitive.

A l'aide d’un tableur ou d’un logiciel de programmation comme Scilab ou Python, on crée deux

colonnes [t;] et [v,Javec v(t,) =v,.
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Figure 7 : Analyse des résultats — Modélisation de
la vitesse et comparaison avec les données
expérimentales en fonction du temps -

6. D’autres phénomeénes dissipatifs : analyse a partir du portrait de phase

On a vu que la dissipation par une force de frottement par exemple, du fait d’une puissance
négative entraine une diminution de I’énergie mécanique du systéme au cours du temps.
L'amplitude d’un mouvement oscillant finit par diminuer au cours du temps.

Cela se traduit par une spirale dans I'espace des phases.
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Figure 8 : Portrait de phase d’un oscillateur amorti

7. D’autres exemples

Les systemes dissipatifs ne sont pas les seuls exemples de systéme non conservatifs.
On peut envisager de décrire une autre catégorie de systeme oU, en plus de la dissipation, un
opérateur injecte de la puissance dans le systeme mécanique.

Il devient alors possible de stabiliser I’énergie mécanique du systeme en équilibrant la dissipation et
la puissance mécanique fournit par un opérateur extérieur. On peut alors parler d’un systeme
mécanique actif par opposition a ceux rencontrés précédemment (que I'on peut appeler passifs).

Un exemple de situation de ce type consiste a réaliser un bilan d’énergie mécanique pour un
véhicule en translation (ex. automobile en mouvement rectiligne sur une route).

7 A

Figure 9 : Dissipation par des forces de frottements fluides et entretien du
mouvement d’un véhicule par un opérateur mécanique actif (moteur du véhicule)




On voit sur le schéma que la réaction du support sur les roues compense la force de pesanteur qui
s’exerce sur le centre de masse G du véhicule.

Le mouvement est unidimensionnel selon I’axe Ox de la figure 9.

Les forces de réaction et de pesanteur sont perpendiculaires a la direction du mouvement selon Ox.

Ces forces ne travaillent car: P, =mg.v=-mgw,u, =0 et B, =Rv=Ru,u, =0
On a montré au passage qu’une force perpendiculaire au support ne travaille pas.

dE
Le théoréme de la puissance mécanique stipule que : d_tm =Py =P +P

moteur *

-P; <0 est la puissance dissipée par les forces de frottements qui fait perdre de I’énergie au
systéme mécanique
-P > 0 est une puissance mécanique fournit par le moteur a la transmission du véhicule.

moteur

En effet, si v=_Cte, sachant que le mouvement de G se fait a hauteur constante : z=Cte, I'énergie
mécanique peut étre constante lors du mouvement E =%mv2 +mgz = Cte sans que le systeme
soit conservatif. La condition & vérifier provient de :
dE, =0=P; + P oieur — P, +P

moteur

E =1mv2+mgz:Cte — 0

m —

La condition est que : -P;

On peut avoir un véhicule en translation de vitesse uniforme si le moteur compense exactement la
puissance perdue par les forces de frottement.

moteur —

http://www.sciences.univ-nantes.fr/sites/genevieve tulloue/Meca/Oscillateurs/portrait.ph



http://www.sciences.univ-nantes.fr/sites/genevieve_tulloue/Meca/Oscillateurs/portrait.php

